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基于欠定方程的频谱峰值搜索算法

及其在连续毫米波雷达系统中的应用
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　　摘　要：　现有谱峰搜索算法在应用于连续毫米波雷达后端中频信号处理时，或计算量较大，或精度不高．本文针
对该问题，提出一种可有效提取信号峰值频率信息的快速算法，进而实现连续毫米波雷达的快速准确测速测距．该算
法借助压缩感知原理，通过构建欠定方程，并计算少量内积，实现高效捕捉信号频率值．数值结果表明，此算法具有运
算量小、计算精度高等特点，可为当今智能交通领域中的高精度测速测距提供一种快速解决方案．
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１　引言
　　连续毫米波雷达凭借其发射功率小、无距离盲区
等优点，在智能交通领域得到了广泛应用［１，２］．影响连
续毫米波雷达测量精度的最核心因素在于能否准确提

取中频信号的峰值频率，但由于无论是单频连续波

（ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＷａｖｅ，ＣＷ）雷达还是调频连续波（Ｆｒｅｑｕｅｎ
ｃｙＭｏｄｕｌａｔｅｄＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＷａｖｅ，ＦＭＣＷ）雷达，都是利用
数字信号处理器进行傅里叶变换，离散频谱所固有的

栅栏效应便会导致测量误差的产生．
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为削弱栅栏效应对连续毫米波雷达测距、测速精

度的影响，研究者们提出了一系列频谱细化分析与校

正方法［３，４］．其中，在工程领域较为常用的有 ＣｈｉｒｐＺ变
换（ＣｈｉｒｐＺＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＣＺＴ）法［５］、基于复调制的 Ｚｏｏｍ
ＦＦＴ法［６］、ＦＦＴ与ＤＴＦＴ结合法［７］、采样序列补零法［８］、

能量重心校正法［９］等．
众所周知，为获取更为准确的频谱信息，最直接有

效的方法是增加信号的采样长度，而采样长度的增加

通常会导致计算量和时间开销的迅速增大，影响系统

的实时性．正因为如此，目前在连续毫米波雷达系统中
常用的频谱细化技术一般都建立在采样点数固定的前

提下．如何在增加中频信号采样长度的同时，以低运算
量快速捕捉谱峰频率是一个具有重要意义的研究课

题．本文提出一种基于欠定方程的频谱峰值搜索算法，
该算法借助压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）［１０，１１］原
理，以ＦＦＴ粗测结果为先验知识，通过向后采样、内积
比较的迭代计算，实现低运算复杂度下中频信号实际

峰值频率的精确测量．

２　算法分析

２１　欠定方程模型
以ＣＷ雷达对单目标测速为例，算法中欠定方程模

型的构建和求解原理分析如下：

假设：①中频信号频谱的真实峰值频点为 ｆｍ；②当
离散频谱的分辨率为 ｆｓ／Ｎ时捕获不到 ｆｍ；③当频谱分
辨率细化至ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ′）时（即采样点数增加至 Ｎ＋Ｎ′
时）ｆｍ可被捕获，记此时中频信号经 Ａ／Ｄ采样后的时域
序列及其离散频谱分别为ｂ、ｘ，则ｘ＝ＤＦＴ［ｂ］或ｘ＝ＦＦＴ
［ｂ］，表示为矩阵形式即

ｘ＝ＡＦＦＴｂ， （１）
其中ＡＦＦＴ为ＦＦＴ基，ｂ和ｘ分别为采样序列及其离散频
谱的列向量表示．根据 ＦＦＴ基的正交性，式（１）亦可改
写为

ＡＴＦＦＴｘ＝ｂ， （２）
理想情况下（不考虑噪声干扰），在应用 ＣＷ雷达对单
目标测速时，若对中频信号的采样恰好满足整周期截

断，则ｘ将为一稀疏度Ｋ＝３的稀疏列向量（即仅有３个
非零值，如不计直流分量则Ｋ＝２）；若非整周期截断，将
发生频谱泄漏，当Ｎ′足够大时（或加窗处理后），亦可将
ｘ近似看作稀疏信号．

基于式（２），可构建如下形式欠定方程：
Ａｐｘ＝ｂｐ， （３）

其中，Ａｐ由对Ａ
Ｔ
ＦＦＴ按行随机抽取所得，ｂｐ由对 ｂ作对应

抽取生成．若将Ａｐ视为ＣＳ观测矩阵，ｂｐ即是稀疏信号ｘ
的观测结果．根据 ＣＳ基本理论，观测矩阵需满足约束
等距条件（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）［１２］，而拓普

利兹矩阵和准拓普利兹性矩阵均能满足 ＲＩＰ［１３，１４］，傅里
叶基及部分傅里叶基则属于天然的拓普利兹矩阵［１５］，

故Ａｐ能够满足ＣＳ对观测矩阵的要求．
在ＣＳ算法框架中，当具有稀疏解的欠定方程构造

完毕后，通常将利用恢复算法（如正交匹配追踪［１６］、基

追踪［１７］等）来求解一个最优化问题，从而实现对原始信

号的精确重构．以正交匹配追踪为例，其重构过程可简
单归纳为：通过每次将残差（首次迭代时残差即观测结

果）与观测矩阵中的列做内积来依次判定待重构稀疏

信号的各大值元素所在位置，再应用最小二乘法对已

确定位置的大值元素值进行求解（待重构信号中其余

元素均为０），进而计算欠定方程等号左右两端的新残
差，如此迭代直至残差小于既定阈值时停止计算，完成

重构．而在对 ＣＷ雷达测速系统的中频信号进行分析
时，由于只需捕捉其频谱峰值所对应的频点值 ｆｍ，故不
同于完整的ＣＳ恢复过程，对于式（３），只需要通过比较
ｂｐ和Ａｐ各列的内积结果大小，从而找到 ｘ中最大非零
元素所在位置（记作Ｋ０）即可，无需真正重构ｘ，便可得

ｆｍ＝
ｆｓ

Ｎ＋Ｎ′
·（Ｋ０－１）， （４）

进而获取目标的速度信息．另外，由于实信号的 ＦＦＴ频
谱有正、负频率两个分量，它们对称于 ｆｓ／２，故 Ａｐ中参
与内积比较的列仅取第２～（Ｎ＋Ｎ′）／２列范围．

特别值得指出的一点是，尽管上述分析建立在ｘ稀
疏的基础上，大量实验表明，当 ｘ非稀疏时（如中频信
号的频谱含噪声基底时），该计算模型仍然能以高概率

捕获频谱的真实峰值所对应频点．这主要是因为其并
非严格意义上的 ＣＳ计算（不要求对 ｘ进行重构），只是
通过将Ａｐ的列与ｂｐ做内积来确定ｘ中最大非零元素位
置，因此，ｘ本身是否稀疏对该方法不构成本质影响，即
使ｘ非稀疏亦无需额外引入稀疏变换．

以上以ＣＷ雷达测速系统为例，介绍了欠定方程模
型的基本原理．对于ＦＭＣＷ雷达测距测速系统，原理类
似（如三角波调制下对单目标测速测距，区别仅在于需

捕捉的频点数变为２———上升沿１个、下降沿１个），此
处不再赘述．
２２　算法具体步骤

２１小节的分析基于频谱分辨率已细化至可包含
ｆｍ的前提，而在实际应用连续毫米波雷达测速测距时，
无法事先预知该分辨率（即式（４）中 Ｎ＋Ｎ′无法预先确
定），尽管ＣＺＴ等技术可以从计算分辨率的角度进行频
谱细化，但其并不能从根本上提高频谱的物理分辨率；

同时，为获取Ｋ０（见式（４）），需要将式（３）中 ｂｐ与 Ａｐ的
前一半列一一内积，运算量大．为此，如图１所示，本文
所提算法在构造欠定方程的基础上，采用了“由粗到

细”的分步迭代策略．

０７３
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仍以ＣＷ雷达对单目标测速为例，具体步骤如下：
（１）Ｎ点ＦＦＴ粗测．
对中频信号进行 Ｎ点采样及 Ｎ点 ＦＦＴ，获取“粗

略”频谱，找到其前半段的峰值频率（记作 ｆｍ０），初始化
算法的峰值频点值（记作 ｆＣＳｍ ，即令 ｆ

ＣＳ
ｍ ＝ｆｍ０）和搜索频

带范围（记作Ｓ，Ｓ＝（ｆｍ０－ｆｓ／Ｎ，ｆｍ０＋ｆｓ／Ｎ））．
（２）频谱峰值位置的第一次更新．
①保留已采 Ｎ点序列，对中频信号继续向后采样

并构建欠定方程．
假设向后采样点数为Ｎ１（为确保算法实时性，一般

令Ｎ１＜＜Ｎ），则所构建欠定方程可表示为
［Ａｐ］Ｍ×（Ｎ＋Ｎ１）［ｘ］（Ｎ＋Ｎ１）×１＝［ｂｐ］Ｍ×１， （５）

其中，［Ａｐ］Ｍ×（Ｎ＋Ｎ１）由对 Ｎ＋Ｎ１维傅里叶反变换基随机
抽取 Ｍ行生成，［ｂｐ］Ｍ×１则由对 Ｎ＋Ｎ１点采样序列
［ｂ］（Ｎ＋Ｎ１）×１做 对 应 抽 取 所 得，［ｘ］（Ｎ＋Ｎ１）×１即 ＤＦＴ
［［ｂ］（Ｎ＋Ｎ１）×１］．

②以ＦＦＴ所得频谱作为先验信息，在指定频带（Ｓ）
内做内积比较．

若在新频谱分辨率 ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１）下 ｆｍ０点未被覆盖，
则Ａｐ中仅取对应于（ｆｍ０－ｆｓ／Ｎ，ｆｍ０＋ｆｓ／Ｎ）范围内的相
邻两列（假设为第Ｋ１、Ｋ２列，分别记作ＡｐＫ１、ＡｐＫ２）与ｂｐ内
积，选择模值较大者保留（记作Λ），即

Λ＝ｍａｘ 〈ＡｐＫ１，ｂｐ〉，〈ＡｐＫ２，ｂｐ( )〉 ． （６）
若在新频谱分辨率 ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１）下 ｆｍ０点被覆盖到，

则Ａｐ中将有相邻的３列（分别对应于ｆｍ０－ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１），
ｆｍ０，ｆｍ０＋ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１））参与内积比较，假设记作 ＡｐＫ１、
ＡｐＫ２、ＡｐＫ３，则
Λ＝ｍａｘ 〈ＡｐＫ１，ｂｐ〉，〈ＡｐＫ２，ｂｐ〉，〈ＡｐＫ３，ｂｐ( )〉 （７）

③引入能量重心校正原理，更新算法峰值频点
值ｆＣＳｍ ．

以Λ所对应频点（记作 ｆΛ，该点处能量即认为是
Λ２）为中心，取ｆΛ－ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１）、ｆΛ、ｆΛ＋ｆｓ／（Ｎ＋Ｎ１）三
点作能量重心校正（记校正后的频点值为 ｆΛ＿１），完成
ｆＣＳｍ 的一次更新（即ｆ

ＣＳ
ｍ ＝ｆΛ＿１）．

④频谱峰值位置的持续迭代更新．
继续向后采样，基于欠定方程在指定频带范围（Ｓ＝

（ｆｍ０－ｆｓ／Ｎ，ｆｍ０＋ｆｓ／Ｎ））内作内积比较、能量重心校正（记
此次校正后的频点值为ｆΛ＿２），并与 ｆ

ＣＳ
ｍ 的第一次更新结

果取均值，完成的二次更新（即ｆＣＳｍ ＝（ｆΛ＿１＋ｆΛ＿２）／２）；
类似于 ｆＣＳｍ 的第二次更新过程，ｆ

ＣＳ
ｍ 的第三次更新

结果即可表示为ｆＣＳｍ ＝（ｆΛ＿１＋ｆΛ＿２＋ｆΛ＿３）／３；以此类推．
⑤缩小算法的搜索频带范围，继续对频谱峰值位

置进行迭代更新．
当采样总点数达到２Ｎ时，频谱分辨率为 ＦＦＴ所得

谱线间隔的一半，此时可依据内积比较结果将算法的

搜索频带范围对应缩小一倍，而后的迭代过程即可参

照新频带范围进行计算（具体来说，当总采样点数为２Ｎ
时，Ａｐ中参与内积比较的三列即对应于 ｆｍ０－ｆｓ／２Ｎ，ｆｍ０，
ｆｍ０＋ｆｓ／２Ｎ三个频点，若 ｂｐ在 ｆｍ０所对应列投影最大，则
缩小频带范围至（ｆｍ０－ｆｓ／２Ｎ，ｆｍ０＋ｆｓ／２Ｎ）；若 ｂｐ在 ｆｍ０－
ｆｓ／２Ｎ所对应列投影最大，则缩小频带范围至（ｆｍ０－ｆｓ／
Ｎ，ｆｍ０）；若 ｂｐ在 ｆｍ０＋ｆｓ／２Ｎ所对应列投影最大，则缩小
频带范围至（ｆｍ０，ｆｍ０＋ｆｓ／Ｎ））．

当采样总点数达４Ｎ、８Ｎ、１６Ｎ…时，可依次类推．
综上，随着采样点数的逐渐增多，由本文所提算法计

算的峰值频点将不断逼近中频信号的真实峰值频点ｆｍ．
２３　算法复杂度分析

由２２可见，本文所提算法的运算量主要由“频谱
粗估计”和“迭代逼近”两部分构成．

仍以ＣＷ雷达对单目标测速为例，Ｎ点ＦＦＴ的计算
复杂度为 Ｏ（Ｎｌｏｇ２Ｎ）；算法迭代过程的计算量则主要
由内积运算构成，第 ｉ次迭代时，内积运算的乘法次数
为３Ｍｉ（其中Ｍｉ表示随机抽取行数）．因此，算法总的计

算复杂度可近似表示为Ｏ（Ｎｌｏｇ２Ｎ＋∑
ｉ
３Ｍｉ）．

对于ＦＭＣＷ雷达测距测速系统（仍以单目标探测
为例），如其工作在锯齿波调制模式下（只测距），应用

本文所提算法计算的复杂度则与ＣＷ雷达的情况一致；
如工作在三角波调制模式下（同时测速、测距），即意味

着需捕捉两处频谱峰值频点（上升沿 １处、下降沿 １

处），故算法总复杂度近似等于Ｏ（Ｎｌｏｇ２Ｎ＋∑
ｉ
６Ｍｉ）．

３　实验验证

３１　算例一
首先，验证２２所述欠定方程模型的有效性（尚不

引入分步迭代策略），分别考察一单频率信号和一双频
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率循环拼接信号．
①单频率信号
依据ＣＷ雷达测速系统中频信号的基本规律，构造

一幅值为３、频率１ｋＨｚ的单频率信号，以２０ｋＨｚ作为采
样频率对其采样，分别考察无噪声时整周期截断（采样

１００点，记作Ｓ１）、非整周期截断（采样１０５点，记作Ｓ２）
以及含噪（ＳＮＲ＝６ｄＢ）非整周期截断（采样１０５点，记
作Ｓ３）三种情况下，应用欠定方程模型计算１０００次的
出错率（即：出错次数／测试总次数）随抽取行数变化情
况，结果如图２所示．

由图２可见，无噪声整周期截断、非整周期截断以
及含噪声非整周期截断三种情况下，当抽取比例（傅里

叶反变换基的抽取行数与总行数比）分别达到 １６％
（１６／１００）、２０９５％（２２／１０５）、２２８６％（２４／１０５）时，欠
定方程计算模型可准确捕获所构造的单频信号真实

频率．
②两不同频率信号循环拼接
依照三角波调制下ＦＭＣＷ雷达中频信号的基本规

律，构造一个在两不同频率（５５ｋＨｚ、７ｋＨｚ）之间循环
（循环周期＝２ｍｓ）的信号，以５０ｋＨｚ对其采样，考查算
法的出错率（只要两个频点有一个未找准就算出错）随

抽取行数变化情况（测试１０００次，采样点数５００点），结
果如图３所示．

由图３可见，当抽取比例达到 ２３４％（１１７／５００）
时，欠定方程计算模型可准确捕获所构造双频率拼接

信号的两处峰值频点．
３２　算例二

３１中算例主要验证了欠定方程计算模型的可行

性，本节引入分步迭代策略．
仿照发射频率为２４１５ＧＨｚ的ＣＷ雷达测速系统中

频信号，构造如下仿真算例：假设目标的移动速度为

７３８ｋｍ／ｈ（即２０５ｍ／ｓ）且在００１ｓ内保持匀速，则根据
中频信号频率与目标速度的关系（ｖ＝（ｃ·ｆｄ）／（２ｆ０）），
构造一频率为 ３３００５Ｈｚ、信噪比 ６ｄＢ的测试信号，以
２０ｋＨｚ对其采样，采样序列总长度即为００１×２００００＝
２００点．取该信号前６４点作ＦＦＴ粗测，抽取比例为３０％
时算法的计算误差（定义为：（计算结果３３００５）／
３３００５×１００％）随采样点数变化情况如图４所示．

由图４可见，随着采样点数的逐渐增多，本文所述
算法的计算结果可稳定的迭代收敛于信号真实峰值频

率值．
依据２３，算法在各迭代步的运算量（乘法次数）如

表１所示（从ＦＦＴ粗测开始统计）．
表１　算法计算仿ＣＷ雷达测试信号峰值频率的运算量统计

采样点数 ６４ ６５ … １２８ １２９ … ２００

运算量 ３８４ ６１ … １１７ １１９ … １８３

　　以 ＣＺＴ作为目前常用技术的代表，比较本文所提
算法与ＣＺＴ（细化倍数 ＝１２８）的总运算量和计算精度，
结果如表２所示（以总采样点数取１２８点时为例）．

表２　本文算法与ＣＺＴ求解结果比较（采样点数＝１２８）

方法 总运算量 计算误差

ＣｈｉｒｐＺ ４６２５ ００３９１

本文

算法

每向后多采２点迭代更新一次 ３１７７ ６１５２９×１０４

每向后多采４点迭代更新一次 １７９６ ２７５１３×１０３

每向后多采８点迭代更新一次 １１１３ ０００８

　　为考察本算法的抗噪声能力，降低本算例信号的
信噪比，并与 ＣＺＴ算法做比较．《机动车测速仪》（ＧＢ／
Ｔ２１２５５２００７）国家标准要求测速装置的测量误差为
－６ｋｍ／ｈ至０ｋｍ／ｈ，换算成本算例中的计算误差即为小
于８１３％，以此为阈值，统计算法在不同信噪比下的计
算误差，结果如图５所示．

由图５可见，当信噪比等于 －２ｄＢ、采样点数大于
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１７０时，本算法测量误差始终低于误差阀值．这是由于
本算法粗估计时需要采用 ＦＦＴ得到粗略的频谱范围，
而且粗测时点数较小，相对应的频谱间隔较大，若信噪

比偏小，信号被噪声淹没，ＦＦＴ的结果易出现偏差．可通
过去噪算法对时域信号的降噪处理，保证本算法快速

准确的输出结果．

图６是本算法与ＣＺＴ算法在不同信噪比时的比较
结果图．ＣＺＴ算法采样１２８点，进行ＦＦＴ运算，得出插值
的频率范围，具体确定范围的方法为：取频谱中第二高

的频率点作为插值的终点，取频谱中取第三高的频率

点作为插值的起点，在该范围内插入１２８点，最后取插
入后频谱中的最大值；本算法粗估计时采用６４点 ＦＦＴ，
固定抽取总行数的３０％，在向后采样至１２８点时输出
结果．

由图６可见，当信噪比小于０ｄＢ时，两算法的误差
均偏大；当信噪比大于０ｄＢ时，本算法的计算精度明显
高于ＣＺＴ．
３３　算例三

为考查本算法对实际信号的处理能力，选用ＲＩＧＯＬ
ＤＧ１０２２Ｕ信号发生器发出两路信号：一路产生频率
５１ｋＨｚ振幅３Ｖ的正弦波，另一路产生振幅为３Ｖ的噪
声，叠加后含噪信号的信噪比为０ｄＢ；将信号送至 ＫＥＹ
ＳＩＧＨＴＤＳＯＸ３０５４Ａ示波器显示，如图７（ａ）所示．

使用ＳＴＭ３２Ｆ４０７微处理器进行 Ａ／Ｄ采样（采样频
率为４１ｋＨｚ），应用本文算法计算该信号的峰值频率，其
中ＦＦＴ粗测点数为６４点，抽取比例仍取３０％．计算结

果随采样点数的变化情况如图７（ｂ）所示．

由图７（ｂ）可见，随着采样长度的增加，本算法的计
算结果快速逼近５１ｋＨｚ，当采样点数大于１５０时，计算
误差小于０１％．

４　结论
　　为高效提取连续毫米波雷达系统后端中频信号的
峰值频率信息，实现对目标速度、距离的快速准确测量，

本文提出一种基于欠定方程的频谱峰值搜索算法．该
算法在ＦＦＴ粗测确定频率范围后，通过向后采样、构建
欠定方程、比较内积投影的迭代运算，以低计算复杂度

实现对中频信号的频谱峰值频点的快速捕捉．
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